	Θέμα 1ο


Δίνονται οι συναρτήσεις f, g : R ( R για τις οποίες ισχύουν ότι η f είναι συνεχής στο R, ex + 1 – 1 ≤ (x + 1)f(x) ≤ εφ(x + 1)  (1) για κάθε x(R,  g(x) = 
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α. Να βρείτε τους αριθμούς f(2) ,  f(-1), f '(2).

β. Να δείξετε ότι η Cf έχει με την Cg ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με τετμημένη 
     xo((-1, 2)

γ. Να δείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ([-1, 2] ώστε για κάθε x([-1, 2] να ισχύει 
    f(x) + 
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δ. Να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ1((0, 1) ώστε η g παρουσιάζει ολικό ελάχιστο στο ξ1.
Λύση

α.  Εύρεση του f(2)
     Θα χρησιμοποιήσουμε το 
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     Έχουμε f(x) = (x – 2)h(x), άρα 
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     Όμως η f είναι συνεχής στο R, άρα είναι συνεχής και στο 2, οπότε 
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    Εύρεση του f(-1)
         Θα χρησιμοποιήσουμε τη σχέση ex + 1 – 1 ≤ (x + 1)f(x) ≤ εφ(x + 1). Αν θέσουμε x = - 1, προκύπτει 

       
e0 – 1 ( 0∙f(-1) ( 0 ( 0 ( 0∙f(-1) ( 0, που όμως δεν μπορούμε να υπολογίσουμε το f(-1).

     Γι’ αυτό αποφασίζουμε να διαιρέσουμε με x + 1. 

 
• Αν x + 1 > 0 ( x > - 1, τότε 
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Υπολογίζουμε το όριο: 
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Υπολογίζουμε το όριο: 
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     Επομένως από κ.π. είναι 
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• Προσοχή, τώρα πρέπει να κάνουμε την ίδια εργασία για x + 1 < 0 ( x < - 1.

 
Εδώ όμως ( στη συγκεκριμένη άσκηση) αυτό δεν χρειάζεται, γιατί η συνάρτηση f είναι 

 
συνεχής στο R, άρα και στο – 1, επομένως 
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     Εύρεση του f ‘(2)
     Θα πάμε με τον ορισμό της παραγώγου, επομένως αρκεί να δείξουμε ότι το 
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     υπάρχει και είναι πραγματικός αριθμός. 

     Πράγματι 
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. Άρα f ‘(2) = 2.

β. Αρκεί ν δείξουμε ότι υπάρχει x0((-1, 2) τέτοιο ώστε f(x0) = g(x0) ( f(x0) - g(x0) = 0. 

    Θέτουμε φ(x) = f(x) – g(x) ( φ(x) = f(x) - 
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• Η φ είναι συνεχής στο [- 1, 2], ως διαφορά συνεχών

 
• φ(-1) = f(-1) – 
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   φ(2) = f(2) – 
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Άρα φ(-1)φ(2) < 0, επομένως ισχύει το Θ. Bolzano, άρα υπάρχει x0((-1, 2) τέτοιο, ώστε 

     φ(x0) = 0 ( f(x0) = g(x0), επομένως η Cf έχει με την Cg ένα τουλάχιστον κοινό σημείο με τετμημένη 
      xo((-1, 2)
γ. Η προς απόδειξη ανισότητα γράφεται 
         f(x) + 
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         ( f(x) – g(x) ( f(ξ) – g(ξ) ( φ(x) ( φ(ξ). 

    Επομένως αρκεί να δείξουμε ότι υπάρχει ξ([-1, 2], ώστε φ(x) ( φ(ξ).

    Όμως η φ είναι συνεχής στο [-1, 2], άρα ισχύει το θεώρημα μέγιστης και ελάχιστης τιμής, επομένως 
     η φ παρουσιάζει ολικό μέγιστο, άρα υπάρχει τουλάχιστον ένα ξ([-1, 2], ώστε φ(ξ) να είναι ολικό 

     μέγιστο.

     Άρα φ(x) ( φ(ξ) ( f(x) + 
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δ. Η g είναι παραγωγίσιμη στο (0, 1), άρα για να δείξουμε ότι υπάρχει ξ1((0, 1) εσωτερικό σημείο του 

    (0, 1) ώστε g(ξ1) είναι ολικό ελάχιστο, αρκεί να δείξουμε ότι g’(ξ1) = 0 σύμφωνα με το θ. Fermat και 

    στη συνέχεια ότι η g’ αλλάζει, κατάλληλα, πρόσημο εκατέρωθεν του ξ1.

    Έχουμε g'(x) =
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    Τότε g’(x) = 0 ( 2x3 + x2 – 1 = 0, αφού 
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    Επειδή η εξίσωση δεν λύνεται με κλασική μέθοδο θα θέσουμε συνάρτηση. 
    Έστω φ(x) = 2x3 + x2 – 1, x > 0.
    H φ είναι παραγωγίσιμη στο (0, +∞) με φ’(x) = 6x2 + 2x > 0 και επειδή είναι συνεχής στο (0, +∞), η 
    φ είναι γνησίως αύξουσα στο (0, +∞).
    Ακόμα φ(0) = - 1 < 0, φ(1) = 2 > 0, άρα από θ.Bolzano υπάρχει ξ1((0, 1) τέτοιο ώστε φ(ξ1) = 0 
    (  g’(ξ1) = 0 και επειδή φ ↑ στο (0, +∞) αυτή είναι μοναδική.
    Έτσι για  x > ξ1 ( φ(x) > φ(ξ1) = 0 άρα g’(x) > 0 και 
    για 0 < x < ξ1 ( φ(x) < φ(ξ1) = 0 άρα g’(x) < 0 , 

    επομένως η g παρουσιάζει στο ξ1 ολικό ελάχιστο.
	Θέμα 3ο 


Δίνεται η συνάρτηση f : (0, +() ( R με 
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α. Να δείξετε ότι 
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β. Να μελετήσετε την f ως προς την μονοτονία και να βρείτε το σύνολο τιμών της.

γ. Να δείξετε ότι η εξίσωση 
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δ. Αν x1, x2 είναι οι ρίζες της εξίσωσης του ερωτήματος (γ) με x1 < x2, να αποδείξετε ότι υπάρχει ξ((x1, x2) τέτοιο ώστε 
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ε. Αν g: [0, +() ( R είναι μια συνάρτηση με g(0) = 0, η οποία είναι κυρτή, να δείξετε ότι:

i.  g(x+1) – g(x) > g'(x), για κάθε x((0, +()


ii. Η συνάρτηση h(x) = (x+1)g(x) – xg(x+1) – x + 2 είναι γνησίως φθίνουσα


iii. Να δείξετε ότι 
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iv. Υπάρχει μοναδικό α((0, 2), τέτοιο ώστε 
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Λύση
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